
ΠΑΝΔΛΛΖΝΗΔ ΔΞΔΣΑΔΗ ΖΜΔΡΖΗΟΤ ΓΔΝΗΚΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ 

ΔΞΔΣΑΕΟΜΔΝΟ ΜΑΘΖΜΑ: ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΠΡΟΑΝΑΣΟΛΗΜΟΤ 

ΔΝΓΔΗΚΣΗΚΔ ΑΠΑΝΣΖΔΗ ΘΔΜΑΣΩΝ 

ΘΔΜΑ Α 

Α1. ει. 99 (ρνιηθό Βηβιίν) Απόδεημε Θεωξήκαηνο 

Α2. α. Λ 

β. 𝑓 𝑥 =  
1

𝑥
, 𝑥 < 0

𝑥2 , 𝑥 ≥ 0
 . Δίλαη ′′1 − 1′′ αιιά: 

 𝑥1 < 𝑥2 ⇒
1

𝑥1
>

1

𝑥2
⇒ 𝑓 𝑥1 > 𝑓 𝑥2 ⇒ γλεζίωο θζίλνπζα. 

 𝑥1 < 𝑥2 ⇒ 𝑥1
2 < 𝑥2

2 ⇒  γλεζίωο αύμνπζα 

Α3. ει. 216 (ρνιηθό Βηβίιν) 

Α4. α. Λ β.   Λ γ.   δ.   ε.   

 

ΘΔΜΑ Β 

Β1. H 𝑓 παξαγωγίζηκε ωο πξάμεηο παξαγωγίζηκωλ ζπλαξηήζεωλ. 

𝑓 ′ 𝑥 = 1 +
4∙2𝑥

𝑥4 = 1 +
8

𝑥3. 

𝑓 ′ 𝑥 = 0 ⇒ 1 +
8

𝑥3 = 0 ⇒ 𝑥3 + 8 = 0 ⇒ 𝑥3 = −8 ⇒ 𝑥 = −2, (𝑥 ≠ 0). 

𝑥 0                                     -2                               

8 

𝑓 ′ 𝑥  − + 

f 𝑥  𝛾𝜈.𝜑𝜃ί𝜈𝜊𝜐𝜍𝛼 Γλ. αύμνπζα 

 

 ην  −∞,−2 : 𝑓 ↓ 

 ην  −2,  0 ∪  0,  +∞ :𝑓 ↑   

Ζ 𝑓 παξνπζηάδεη ζην 𝑥𝑜 = −2 ειάρηζην ην: 𝑓 −2 = −2 −
4

 −2 2
= −2 −

4

4
= −2 −

1 = −3. 

B2. Ζ 𝑓′: παξαγωγίζηκε ωο πξάμε παξαγωγίζηκωλ ζπλαξηήζεωλ. 

𝑓 ′′  𝑥 = −
8∙3𝑥2

𝑥6
= −

24

𝑥4
< 0 ⇒ 𝑓:θνίιε ζην 𝑅 −  0 ⇒ ΓΔΝ ΤΠΑΡΥΟΤΝ ΖΜΔΗΑ 

ΚΑΜΠΖ. 

Β3.  

 lim𝑥→0 𝑓 𝑥 = lim𝑥→0  𝑥 −
4

𝑥2
 = −∞. 

Άξα, 𝑥 = 0: Καηαθόξπθε αζύκπηωηε 



 lim𝑥→+∞ 𝑓 𝑥 = lim𝑥→+∞  𝑥 −
4

𝑥2
 = +∞ 

Γελ ππάξρνπλ νξηδόληηεο 

αζύκπηωηεο 

             lim𝑥→−∞ 𝑓 𝑥 = lim𝑥→−∞  𝑥 −
4

𝑥2 = −∞ 

 

 lim𝑥→+∞  
𝑓 𝑥 

𝑥
 = lim𝑥→+∞

𝑥−
4

𝑥2

𝑥
= lim𝑥→+∞

𝑥3−4

𝑥2

𝑥
= lim𝑥→+∞

𝑥3−4

𝑥3
=

lim𝑥→+∞
𝑥3

𝑥3 = 1 = 𝜆 ∈ 𝑅. 

 lim𝑥→+∞  𝑥 −
4

𝑥2 − 𝑥 = lim𝑥→+∞  
−4

𝑥2 = 0 = 𝛽 

Άξα, 𝑦 = 𝑥: πιάγηα αζύκπηωηε ζην +∞. 

 

 

Β4) 

 

 

ΘΔΜΑ Γ 

Γ1. Ζ πιεπξά ηεηξαγώλνπ είλαη: 
𝜒

4
 



𝛦𝜏𝜀𝜏𝜌 =  
𝑥

4
 

2

=
𝑥2

16
, 𝑥 ∈  0,8 . 

𝐿 = 2𝜋𝜌 ⇒ 8 − 𝑥 = 2𝜋𝜌 ⇒ 𝜌 =
4

𝜋
−

𝑥

2𝜋
. 

𝐸𝜅ύ𝜅𝜆𝜊𝜐 = 𝜋𝜌2 = 𝜋  
4

𝜋
−

𝑥

2𝜋
 

2

= 𝜋  
16

𝜋2 − 2
4𝑥

𝜋2𝜋
+

𝑥2

4𝜋2 =
16

𝜋
−

4𝑥

𝜋
+

𝑥2

4𝜋
. 

𝛦𝜊𝜆  𝑥 = 𝛦𝜏𝜀𝜏𝜌 + 𝛦𝜅ύ𝜅𝜆𝜊𝜐 =
𝑥2

16
+

𝑥2

4𝜋
−

4𝑥

𝜋
+

16

𝜋
=

 𝜋+4 𝑥2−64𝑥+256

16𝜋
, 𝑥 ∈  0,8 . 

Γ2. 𝛦′ 𝑥 =
1

16𝜋
 2𝑥 𝜋 + 4 − 64  

𝛦′ 𝑥 = 0 ⇒ 2𝑥 𝜋 + 4 − 64 = 0 ⇒ 2𝑥 𝜋 + 4 = 64 ⇒ 𝑥 𝜋 + 4 = 32 ⇒ 𝑥 =
32

𝜋+4
. 

 

𝑥 0                                     
32

𝜋+4
                               

8 

𝐸′ 𝑥  − + 

E 𝑥  𝛾𝜈.𝜑𝜃ί𝜈𝜊𝜐𝜍𝛼 𝛾𝜈.𝛼ύ𝜉𝜊𝜐𝜍𝛼 

 

ην 𝑥 =
32

𝜋+4
 ην 𝛦 𝑥  παξνπζηάδεη ειάρηζην. 

 

𝜌 =
4

𝜋
−

32

2𝜋 𝜋+4 
=

4

𝜋+4
. 

Άξα, 
𝜒

4
=

32

4 𝜋+4 
=

8

𝜋+4
,  πιεπξά ηεηξαγώλνπ   1  

Άξα, 𝛿 = 2𝜌 =
8

𝜋+4
, δηάκεηξνο   2  

Άξα,  1 =  2 ⇒ 𝛦 𝑥  ειαρηζηνπνηείηαη γηα 𝑥 =
32

𝜋+4
, κε 𝛦  

32

𝜋+4
 =

16

𝜋+4
. 

Γ3. Ζ Δ ζπλερήο θαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  0,  
32

𝜋+4
  , άξα 

𝛦   0,  
32

𝜋 + 4
   =  𝛦  

32

𝜋 + 4
 , lim

𝑥→0−
𝐸 𝑥 =  

16

𝜋 + 4
,  
16

𝜋
    

Αθνύ 𝛦  
32

𝜋+4
 =

16

𝜋+4
 θαη lim𝑥→0− 𝐸 𝑥 = lim

𝑥→0−

 𝜋+4 𝑥2−64𝑥+256

16𝜋
=

16

𝜋
 

Ζ Δ είλαη ζπλερήο  θαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  
32

𝜋+4
,  8  , άξα 𝛦    

32

𝜋+4
,  8   =

 𝛦  
32

𝜋+4
 ,  lim

𝑥→8+
 𝛦 𝑥  =  

16

𝜋+4
,  4   αθνύ 𝛦 =  

32

𝜋+4
 =

16

𝜋+4
 

 Δίλαη: lim𝑥→0− 𝐸 𝑥 =
 𝜋+4 𝑥2−64𝑥+256

16𝜋
= lim

𝑥→8+
=

 𝜋+4 82−64∙8+256

16𝜋
= 4 



Σν 5 ∈ 𝛦   0,  
32

𝜋+4
    θαη ε Δ γλεζίωο θζίλνπζα ζην  0,  

32

𝜋+4
   άξα ππάξρεη κνλαδηθό 

 𝑥𝑜 =  0,  
32

𝜋+4
   ώζηε 𝛦 𝑥𝑜 = 5. 

Σν 5 ∉ 𝛦    
32

𝜋+4
, 8    άξα δελ ππάξρεη 𝑥1 ∈   

32

𝜋+4
, 0   ώζηε 𝛦 𝑥𝑜 = 5. 

ΘΔΜΑ Γ 

Γ1.  

𝑓 𝑥  παξαγωγίζηκε ωο πξάμε παξαγωγίζηκωλ. 

𝑓 𝑥 : ζπλερήο ωο πξάμε ζπλερώλ. 

𝑓 ′ 𝑥 = 2𝑒𝑥−𝑎 = 2𝑥  

𝑓 ′′  𝑥 = 2𝑒𝑥−𝑎 − 2 = 2 𝑒𝑥−𝑎 − 1   

𝑓 ′′  𝑥 = 0 ⇒ 𝑒𝑥−𝑎 = 1 ⇒ 𝑥 − 𝑎 = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑎  

 𝑥 = 𝑎: 𝑓 ′′  𝑎 = 2 1 − 1 = 0 

𝑥 = 9𝑎 (𝜋𝜌𝜊𝜑𝛼𝜈ή𝜎 𝜌ί𝜁𝛼) ηνπιαρηζηόλ 1- ξίδα  1 . 

 𝑓 ′′′  𝑥 = 2𝑒𝑥−𝑎 > 0 ⇒ 𝑓′′ ↑⇒ ην πνιύ κηα ξίδα  2 . 

Άξα, από ηηο ζρέζεηο  1  θαη  2  ε 𝑓 ′′  έρεη αθξηβώο 1 – ξίδα άξα έρεη θαη 

αθξηβώο 1 ζεκείν θακπήο. 

 

 

Δ2) f’’(x)  γνθςίωσ αφξουςα 

 

       x > α => f’’(x) > 0 

       x < α => f’’(x) < 0 

 

     

x -∞                          α                                ∞ 

f’’(x) -                            + 

f’(x) γν. φκίνουςα                        γν. αφξουςα        

 

 

Ζςτω f’ τρεισ ρίηεσ x1, x2   x3 

f’  ςυνεχισ ςτο *x1, x2+   και   *x2 ,x3] 

f’ παραγωγίςιμθ  ςτο  (x1, x2)   και   (x2 ,x3) 

f’(x1) = f’(x2)=f’(x3) 



Άρα, υπάρχει ξ1 ςτο (x1, x2)    και   ξ2 ςτο (x2, x3)    τζτοια ώςτε : 

f ’’(ξ1) = 0  και      f ’’(ξ2) = 0  . Εφόςον f’’ γνθςίωσ μονότονθ άρα <<1-1>> 

Επομζνωσ,   ξ1 = ξ2 ,  άτοπο αφοφ θ f’’ ζχει ακριβώσ μια ρίηα. 

Άρα,  f’ ζχει ακριβώσ δυο ρίηεσ . 

 

 x < x1 < α  => f’(x) > f’(x1) =>  f’(x) > 0, f’ γν. φκίνουςα, f γν. αφξουςα 

x1 < x < α =>   f’(x1) > f’(x) => f’(x) < 0  , f γν. φκίνουςα 

α < x < x2 => f’(x) < f’(x2) => f’(x) < 0,  f  γν. φκίνουςα ςτο *x1,x2] 

α < x2 < x => f’(x2) < f’(x)  f  γν. Αφξουςα ςτο *x2,∞) 

Άρα θ f  παρουςιάηει μοναδικό τοπικό μζγιςτο για x = x1   και μοναδικό ελάχιςτο για x = x2 

 

 

 

Δ3) f  γνθςίωσ  φκίνουςα ςτο *α, x2] με  f(α) = 2 – α2  και   f(1) = 2e1-α – 1 

Είναι    2 – α2  < 2e1-α – 1  2e1-α +α2– 3 > 0 

Ζςτω   g(x) = 2e1-x +x2– 3, x > 1 

g δφο φορζσ παραγωγίςιμθ  

g’(x) = 2x -2e1-x 

g’’(x) = 2+2e1-x > 0 x ανικει ςτο [1,∞) 

Αν   x > 1 => g’(x) > g’(1) = 0 

g’ γνθςίωσ αφξουςα 

x > 1 =>  g(x) > g(1) =0 

Άρα, g(α) >0 άρα  f(α) < f(1)  άρα είναι αδφνατθ θ f(x) = f(1)  ςτο (α,x2 ) 

 

Δ4)  f παρουςιάηει καμπι ςτο Α(2, -2), άρα θ εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ είναι  

y – f(2) = f’(2)(x-2) => y = -2x +2 

f  κυρτι ςτο *2, ∞) άρα, 

f(x) ≥y 

Για  x = 2 ιςχφει θ ιςότθτα 

 𝑥 − 2 ≥0 για x ≥2 

f(x) ≥-2x+2 =>  𝑥 − 2f(x) ≥(-2x+2)  𝑥 − 2 => 



  𝑥 − 2f(x)
3

2
dx ≥ (−2x + 2)  𝑥 − 2

3

2
   dx =I 

Υπολογίηοντασ το Ι ζχουμε ότι : 

Y 2 = x -2  => dx = -2ydy 

X=2  => y =0 

 X=3 => y= 1 

  −2𝑦2 + 2 𝑦𝑑𝑦
1

0
 =   −2𝑦3 + 2𝑦 𝑑𝑦

1

0
 = -32/15 

 

  𝑥 − 2f(x)
3

2
dx > -32/15 

 


